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 المقدمة :
، تتناول عدة متحولات كمية أو نوعية أصبحت العموم المختمفة،  تإن الأبحاث الحديثة في مجالا   

ن معالجة وينتج عنيا بيانات متعددة  لى ظيور فرع جديد في الإحصاء المتعددة أدت إالبيانات ىذه . وا 
ن ىذا و  ،(Multivariate Statistical Analysis) لتحميل الإحصائي متعدد المتغيراتاىو  ا 

د البيانات المتعددة، وتحدي تمك اربلتوصيف وتحميل واختمتطورة التحميل يقدم لمباحثين طرائق إحصائية 
 التحكم بيا .تيا و إدار  من أجل العمل عمى االعلاقات بينيا والتنبؤ بسموكي

ن التحميل الإحصائي متعدد المتغيرات ىو تعميم لمتحميل العادي لمتحول واحد أو ويمكن القول أ   
  .الطيران في الفضاء  إلى ينقل من السير عمى الطريق يلميذا التحب عندما يعمل الإنسانلمتحولين، و 
ني عندما   الضياع فيو ، خوفاً من ت ،ترددت في الإقدام عميو ا الفضاءطمعت عمى بعض جوانب ىذاوا 

ومعتمداً عمى وسائمي العممية اللازمة  ولكني قررت أخيراً أن أدخل إليو متسمحاً بمعارفي الرياضية
لأضعو بين أيدي الباحثين العرب للاستفادة منو في المتوفرة، وأن أقوم بتأليف كتاب مرجعي عنو، 

في جميع المجالات الحياتية والاقتصادية والاجتماعية تطبيق طرائقو المختمفة ، من خلال أبحاثيم العممية 
 ، وآمل أن أكون قد وفقت في ذلك.. الخ.والبيولوجية والطبيعية

 وىي كما يمي: ،فصلاً  23خمسة أجزاء تتضمن  ورأيت أن أصنف موضوعات ىذا الكتاب ضمن
 المصفوفات )فصلان( .قضايا الجزء الأول: 

 فصول( . 7ني: الاستدلال الإحصائي )الجزء الثا
 فصول( . 3المتعدد والارتباط القانوني ) الخطي الجزء الثالث: الانحدار

 فصول( . 4الجزء الرابع: التحميل العاممي )العواممي( )
 فصول( . 7الجزء الخامس: قضايا التمييز والتصنيف )

 تإذا كان ،بدراسة ىذا التحميل وفيمو وتطبيقووىنا أود أن أطمئن القارئ الكريم بأنو يستطيع أن يقوم    
بقضايا  عامةبنظرية الاحتمالات والإحصاء الرياضي، ودراية  عامةومعرفة  ،لديو خمفية رياضية بسيطة

 ،لقضايا المصفوفات منو الجزء الأول خصصأأن  تالمصفوفات وقيميا الذاتية...الخ. لذلك رأي
وكيفية الحصول عمى قيميا وأشعتيا  والتعريف بخواص العمميات المعرفة عمييا أنواعيالاستعراض 

، دخول إلى فصول التحميل المتتاليةقبل ال ة ىذا الجزء صح القارئ الكريم أن يبدأ بمراجعنوأ .الذاتية
في مستيل كل  توضعالفصول المختمفة ولتسييل فيم الأفكار الواردة في والعودة اليو عند كل حاجة. 

بعدد من الأمثمة التطبيقية لتوضيح معاني  توفصل تمييداً خاصاً لشرح بعض المفاىيم اللازمة لو، ثم دعم
 كيفية تطبيقيا عمى المشكلات الحياتية الفعمية . توشرحفيو الطرائق الرياضية المستخدمة 

ني إذ أقدم ىذا الكتاب لمباحثين العرب وأنشره ليم عمى عدة مواقع  ولا  الكترونية، لا أدعي فيو كمالاً وا 
لم  نقصتداركو، وعن أي لم أ سيووأعتذر من القراء الكرام عن أي خطأ لم ألاحظو، وعن أي  ،شمولاً 
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حتى أتمكن من تصحيح تمك اليفوات  ،ني بآرائيم فيو وبملاحظاتيم عميووآمل منيم أن يوافو ، أعالجو
 الاستفادة منو .المتوقعة . كما أرجو منيم الإشارة إليو عند 

وىم السادة الدكاترة:  ىذا الكتاب تدقيق ونشرالجزيل لمزملاء الذين ساعدوني في وختاماً أتقدم بالشكر    
 عبد اليادي الرفاعي، محمد عكروش، أيمن العشعوش، عز الدين حيدر، طالب أحمد، فادي خميل،

الدكتوراة: لمى منلا، علا خدوج ، ولطلاب  العمي، رسلان ياسر عموش، وسيم أحمد،  ،محمود حسين
 تقان .ا  التي قامت عمى طباعتو بكل صبر و  أخص بالشكر الآنسة سوزان صقركما  خضر عكاري،

 
 والله من وراء القصد

 
 11/02/2020اللاذقية في 

 
 المؤلف                                                                            

 أ. د. إبراىيم محمد العمي 
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 الفصل ال ول
 المصفوفات والعمليات المعرفة عليها

 

  الأشعة : : 1-1
صيا اتمعب الأشعة والمصفوفات دوراً كبيراً في التحميل متعدد المتغيرات. وبدون أن نشرح أنواعيا وخو 

 :لتالينعرضيا وفق ا
 المتعدد  تعريف الشعاع: يتألف الشعاعX نرمز ليا بـ كمية من عدة متحولات               ، 

   كما يمي:                                Xعمى شكل عمود  ونكتبيا        

[
 
 
 
 
  

  

  

 
  ]

 
 
 
 

 

 لذي يكتب عمى شكل سطر كما يمي:،ا   بـكما نرمز لمنقولو 
   [                 ]                                                  

لمركباتو  )وسنرمز رموز مماثمةبمشابية و  علاقةب   في الفضاء  X البسيط)العددي( ويعرف الشعاع
 نعرف مربع طولو من خلال الجداء الشعاعي التالي: ذلك . وبناءً عمى(   بـ  العددية

‖ ‖                      [

  

  

 
  

]    
         

  

 مساوياً لـ : ‖ ‖بذلك يكون طولو و 
‖ ‖  √     √  

         
                                        

ن القيم العددية ليذه المركبات تمثل إحداثيات النقطة  *   ، فإذا كان  في الفضاء  Xوا 
  

  
+ 

 فإنو يرسم في المستوى كما يمي :

1X

2x

2X

1x

X

e

CX

1

2e

1e

 
 ( تمثيل وتمديد وتقميص الأشعة في المستوى1-1الشكل )
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، كما يمكن تحويل CXفنحصل عمى الشعاع  ،Cبضربو بثابت  Xويمكن تمديد وتقميص الشعاع 
 ، X، الذي يكون طولو مساوياً لمواحد ويكون اتجاىو باتجاه  إلى الشعاع الواحدي الممعير  Xالشعاع 

 .   عمى طولو  Xبتقسيم مركبات   (، ونحصل عمى مركبات 1-1كما في الشكل )
 نقوم بما يمي: Xمن الشعاع   مركبات الشعاع الواحدي ولمحصول عمى 

 ( كما يمي:2-1من العلاقة ) Xنحسب طول الشعاع  -1

   √     √  
    

    
      

  ‖ ‖ 
 فنحصل عمى الشعاع الواحدي الممعير التالي:   عمى طولو  Xثم نقسم كل مركبة من مركبات   -2

             

[
 
 
 
 
 
 
  

  
  

  

 
  

 

  ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]

 
 
 
 

                                                     

 ولمتأكد من أن طول ىذا الشعاع يساوي الواحد نجد أن :

‖ ‖     √     √(
  

  
)
 

 (
  

  
)
 

   (
  

  
)
 

   

 في التعبير عن الحمول المختمفة في التحميل متعدد المتغيرات ويدخل في  ويستخدم الشعاع الواحدي 
 .حساب الأشعة الذاتية لممصفوفات

 :إذا كان  خاصة التعامدX وY  شعاعان متعامدان )في نفس الفضاء( فإن جداءىما السممي يساوي
 متعامدان فإن: Yو Xالصفر، أي إذا كان 

                                                                                
 داء عمى الشكل التالي:ويمكن كتابة ىذا الج

                                                        
 غير متعامدين فإن جداءىما يساوي: Yو Xأما إذا كان 

                                                                            
 ىي الزاوية المحصورة بينيما .  حيث أن 

 :خواصياات و المصفوفأنواع :  1-2

  تعريف المصفوفة: تعرف المصفوفة بأنيا جممة من الأعداد الحقيقية أو المركبة، الموضوعة عمى
عموداً، ونرمز ليا بالرمز  nسطراً و pشكل أسطر وأعمدة ضمن مستطيل )أو مربع( مؤلف من 

 ( ونكتبيا كما يمي:Aالمصفوفة  (order)مرتبة     سمى ي، )و     
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             [

          

          

    
          

]                                                 

  منقول المصفوفةA ويتم الحصول عميو باستبدال أسطرىا بأعمدتيا أو أعمدتيا    : ونرمز لو بــ
      ونرمز ليا بـ       من المرتبة جديدة بأسطرىا. فنحصل عمى مصفوفة

  

  :وذلك بجمع أو ، يمكن أن نجمع أو نطرح أي مصفوفتين إذا كانتا من نفس المرتبة الجمع والطرح
 ثالثة من نفس المرتبة كما يمي :طرح عناصرىما المتقابمة، فنحصل عمى مصفوفة 

                                                                  

  ،الضرب: يمكن ضرب أي مصفوفتين إذا كان عدد أعمدة الأولى )اليسرى( يساوي عدد أسطر اليمنى
ب كل سطر من من جراء ضر عمى الترتيب ، وبتم حساب عناصرىا فنحصل عمى مصفوفة جديدة 

 الأولى بعمود من الثانية )ضرب أشعة( كما يمي:
                                                                  

  المصفوفة.القسمة:إن عممية القسمة عمى المصفوفات غير معرفة وتستبدل بالضرب في مقموب 

 : وليا عدة أنواع ىي:المصفوفات المربعة1-2-1-

التي تكون قيمة  A(: وىي المصفوفة المربعة unsingularالمصفوفة النظامية )غير الشاذة  -
 :ن محددىا )انظر المحددات لاحقاً(غير معدومة . أي التي يكو  | |محددىا 

| |                                                                               
 مستقمة عن بعضيا البعض .تكون المصفوفة  وىذا يعني أن أعمدة )أو أسطر(

 | |التي تكون قيمة محددىا  A(: وىي المصفوفة المربعة singular)المصفوفة الشاذة  -
 معدومة . أي التي يكون محددىا )انظر المحددات لاحقاً(:

| |                                                                                
 مستقمة عن بعضيا البعض .غير تكون وىذا يعني أن أعمدة )أو أسطر( المصفوفة 

 المربعة مقموب المصفوفة A تحقق العلاقة التالية:مربعة وىو مصفوفة     : ونرمز لو بـ 

                                                              
 من العلاقة:    . ويتم حساب  )انظر لاحقاً(  من مرتبة ىي المصفوفة الواحدية  Iحيث 

    
 

| |
    

 مع تناوب الإشارة . Aىي منقول المصفوفة المساعدة المؤلفة من مصغرات المصفوفة    حيث أن 
  ،المصفوفة المتناظرة: ىي مصفوفة مربعة تكون عناصرىا المتناظرة بالنسبة لقطرىا الرئيسي متساوية

 أي يكون فييا : 

                                                                          
 .     متناظرة فإن  Aومن التعريف نستنتج أنو إذا كانت 
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 واقعة خارج قطرىا الرئيسي معدومةالمصفوفة القطرية: وىي مصفوفة مربعة تكون جميع عناصرىا ال .
 حيث أن :     ونرمز ليا بــ 

     [

      
      
      
      

]                                        

ن عناصر قطرىا  ونشير ىنا إلى أن مقموب ىذه المصفوفة القطرية يساوي مصفوفة قطرية أيضاً، وا 
 الرئيسي تساوي مقاليب عناصر المصفوفة القطرية الأصمية . أي أن:

    
   

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
   

 
 

   
  

  
 

   
 

   
 

   ]
 
 
 
 
 
 
 
 

                                              

  المصفوفة الواحدية: ونرمز ليا بــI  ،وىي مصفوفة قطرية وتكون عناصرىا القطرية تساوي الواحد
 ونكتب ذلك عمى الشكل :

  [
   
   
   

]                                                                

 .     وأن:       ن: أ( نستنتج 15-1ومن )
  المصفوفة المتعامدة : ونرمز ليا بـQ  وىي التي تكون الأشعة المؤلفة لأعمدتيا متعامدة، وىي تحقق

 العلاقة التالية:

                                                                              

 ( نستنتج أن:11-1ومنيا ومن العلاقة )
                                                                                             

 .   يساوي منقوليا    مقموب المصفوفة المتعامدة    أي أن 
 وتتميز ىذه المصفوفات بأن جداءات الأعمدة فييا معدومة )لأنيا متعامدة( أي أن:

  
                                                                                  

  :المصفوفة قول عننالمصفوفة المتعارضة C  0و 1إنيا متعارضة إذا كانت عناصرىا مؤلفة من 
 ثل:، وكانت أسطرىا مستقمة ملواحدا يساويمجموع عناصر كل سطر فييا  وكان

  [
     
     
     

]                          [
     
     
     

] 
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 خواص العمميات عمى المصفوفات : : 1-3

 eوكان     مصفوفات من نفس المرتبة  Cو Bو Aخواص عمميات الجمع والطرح: إذا كانت  -أ 
 ، فإنيا تحقق الخواص التالية:نيعددين حقيقي dو

                                
                 

                         
                                             

                    
                              
                        

                                                   

فإنيا  ،عدداً  eمتوافقة في المراتب لإجراء الضرب، وكان  Cو Bو Aخواص الضرب: إذا كانت   -ب 
 :( يامقموببغير معرفة وتستبدل بالضرب   )إن عممية القسمة عمى مصفوفة تحقق الخواص التالية

                             
                                           
                                         
                             

                                          

 (ولكن بصورة عامة)                                            
 عدد                                                
                                                                      

                                                                

                          

إنيما تحققان ، أي مصفوفتان متوافقتان في الجمع والضرب  Bو Aخواص المنقول : إذا كانت  -ج 
 فإن : ،لذلك الشروط اللازمة

                                                    

(عدد  )                                                                                

                                              (الجداء معكوس)                                      
                                                                                                                  

 

 بالمصفوفات المربعة:مشروطة  اص و خواص المقموب : وىي خ -د 

ذا كانتا متوافقتان من حيث ، و    و    فيكون ليما مقموبان  نمربعتين ونظاميتي Bو Aإذا كانت  ا 
 فإنيما تحققان الخواص التالية : ،الضرب 

                
                             

                                                               

                               (الجداء معكوس)                                               
                                                                                                       

         
 

 
                               (عدد  )                                         
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 المحددات )المعينات(::  1-4

 يعرف المحدد عمى المصفوفات المربعة فقط ، وىو عدد يعبر عن قيمة كامل المحدد تعريف :
حسب الأسطر أو الأعمدة وحساب  المحدد ، ويمكن حساب قيمتو بنشر| |المصفوفة، ويرمز لو بــ 

 .المعروفةائق ر حسب الطالجداءات اللازمة 

  خواص المحددات )المعينات( : إذا كانتA وB  فإن     تبة مصفوفتين مربعتين من المر
 محددييما يحققان الخواص التالية:

   | |  |  |               
  |   |  | |  | |

                                                                            

  |  |   عدد حقيقي                                                                           | |   
  |     |                                                                                                   

 

  |     |  | |  |   |                                                                         

  |   |  
 

| |
        | |  

 

|   |
                                                               

 

| |  عناصر أحد الأسطر أو الأعمدة معدومة فإن:  تإذا كان                                           
| |    فإن: متناسبة عمودين( أو سطرين)  عناصر تإذا كان                                            
 شاذة . Aوعندىا تكون المصفوفة   
 : رتبة المصفوفة المربعة أو المستطيمة : 1-5

أكبر عدد من الأسطر المستقمة خطياً فييا )باعتبارىا أشعة(،  يحسب الأسطر ى Aإن رتبة المصفوفة 
ن رتبة المصفوفة   أكبر عدد من الأعمدة المستقمة خطياً فييا )باعتبارىا أشعة(  يحسب الأعمدة ى Aوا 
ريف ع. ويدخل مفيوم الرتبة في تحسب الأسطر = رتبة المصفوفة حسب الأعمدة Aإن رتبة المصفوفة 

إذا كانت رتبتيا  (unsingular)تكون المصفوفة المربعة نظامية المصفوفات النظامية وفق التالي: 
 تساوي عدد أسطرىا )أو عدد أعمدتيا( .

  تعريف: إننا نقول عن المصفوفة المربعةA تقتضي أن     لمعادلة بأنيا نظامية إذا كانت ا ،
 .     يكون

ذا لم تنجح المصفوفة   . (singular)في أن تكون نظامية فإنيا تسمى مصفوفة شاذة  Aوا 
 يمكن كتابتيا كما يمي:       وىنا نلاحظ أن المعادلة

            

[

          

          

    
         

][

  

  

 
  

]
                              

 . Aىي الأشعة العمودية في    ..و   و   حيث 
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   ، أي ان الأشعة      جميع  حقق إلا إذا كانتت( لا ت24-1) المعادلة و إذا كانتوىذا يعني أن
ن المصفوفة تكون   . nمن المرتبة تكون مستقمة عن بعضيا البعض وا 

    من المرتبة  Bفإنو يوجد مصفوفة وحيدة     مصفوفة مربعة نظامية من المرتبة  Aإذا كانت 
 لدينا: أيضاً بحيث يكون

                                                                            
ونكتب     ونرمز ليا بـ Aبمقموب المصفوفة  B، وعندىا تسمى المصفوفة     من المرتبة   حيث 

 ذلك كما يمي:
                                                                                    

  خواص رتبة المصفوفة(rank)  وىي تختمف عن مرتبة المصفوفة :(order) وتعرف الرتبة بأنيا ،
 . A تساوي أكبر عدد من الأعمدة )أو الأسطر( المستقمة في

، وفي ىذه الحالة يكون    كاممة، إذا كانت رتبتيا     وتكون رتبة المصفوفة من المرتبة 
| |محدد المصفوفة   Aبالنسبة لممصفوفات المستطيمة أما موجوداً .     ، ويكون المقموب   

 أي أن:،  mأو  nأصغر العددين أو تساوي أقل  تكون فإن رتبتيا،     من المرتبة 
                                                                              

من اليسار أو اليمين بأية مصفوفة  Aومن خواص الرتبة إنيا لا تتغير إذا تم ضرب المصفوفة 
 . eأو بأي عدد حقيقي  Bنظامية 

 ومن أىم خواصيا ما يمي:
                                                                     
                                                                                                             
                                               (    موجود)                                        
                                     (  نظامية)                                       

                                              متكافئتين فإن: Bو Aإذا كانت         
 مربعة ونظامية فإن :     مربعة ونظامية و     إذا كانت         

                                                                                                     
 ---7مصفوفة قطرية فإن رتبتيا تساوي عدد العناصر القطرية غير المعدومة فييا  Aإذا كانت        

| |لأن  nفإن رتبتيا تكون كاممة وتساوي     نظامية من المرتبة  Aإذا كانت             -8 
 يكون موجوداً .    ولأن   
  (trace)أثر المصفوفة: :  1-6

 يساوي:ىو و       ونرمز لو بـ       ىو مجموع عناصرىا القطرية  Aإن أثر المصفوفة المربعة 

      ∑   
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 :إذا كانت  خواص أثر المصفوفةA وB  وكان     من المرتبةe :عدد حقيقي فإن 
                                                                                                          
                                                                                               
                                   (الجداء  معكوس)                                      
                                (   نظامية)                                   

           ∑∑   
 

 

   

 

   

                      (مجموع مربعات عناصر  )                    

 :(singular)المصفوفات الشاذة القيم الذاتية و : 1-7

 لنفترض أنو لدينا المعادلة النموذجية التالية :
                                                                                 

 لإيجاد حمول ليذه المعادلة نكتبيا كما يمي:
[    ]                                                                             

مصفوفة  [     ]( فإنو يجب أن تكون المصفوفة    وحتى تتحقق ىذه المعادلة )بفرض أن 
 شاذة وأن يكون محددىا مساوياً لمصفر، أي يجب أن يكون لدينا :

|    |                                                                                          
 . A ممصفوفةوتسمى ىذه المعادلة بالمعادلة المميزة لــ

، نقوم بإيجاد جذورىا  وبعد نشر ىذا المحدد نحصل عمى معادلة مؤلفة من كثير حدود بالنسبة لــ 
أو ما يسمى بالقيم الذاتية لــ  Aفنحصل عمى ما يسمى بالجذور الكامنة لممصفوفة  ،الجبرية ونرتبيا تنازلياً 

A  ، نكتبيا كما يميو: 
                                                                              

 : ( فنحصل عمى أن29-1) ثم نعوض ىذه القيم الذاتية واحدة بعد الأخرى في المعادلة الأساسية
[    ]                                                                                        

 :ونرمز ليا بما يمي ، المقابمة لتمك القيم الذاتيةXنقوم بحميا فنحصل منيا عمى الحمول الخاصة 
                                                                                                   

 واحد( التالية:يساوي اليا كل من طولالتي ثم نقوم بمعيرتيا فنحصل عمى الحمول الممعيرة )
                                                                                             

ول الحمأحد تمك (، لنأخذ 28-1وعندىا نجد أن كل من ىذه الحمول يحقق المعادلة النموذجية الأولى )
                  نعالجو كما يمي:( ثم 28-1)ونعوضو في العلاقة     وليكن الحل

  نضرب الطرفين من اليسار بـ 
‖  ‖ثم نقسم عمى   

 فنحصل عمى أن:  
  
            

        ‖  ‖
                                     

  
 

‖  ‖
   

  

‖  ‖
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 أن: (28-1)فنجد من المعادلة    أما بالنسبة لمحمول الممعيرة 
                                                                                                               
  
            

                                                           
 

                            ( نجد أن:   34-1( و)33-1وبمقارنة العلاقتين )
  

‖  ‖
 

 

 ( :Pseud Inverce: معكوس المصفوفة )شبو المقموب  1-8
أو      ىي الجذور التربيعية لمقيم الذاتية غير المعدومة لممصفوفة  Aة لممصفوفة لذاتينعمم أن القيم ا

 وفق الصيغة التالية :    من المرتبة  A، ويمكننا أن نكتب أية مصفوفة     لممصفوفة 

         ∑        

 

   

                                         

ن         ، وبذلك يكون Aىي رتبة المصفوفة   حيث أن  ىي مصفوفة من المرتبة  U، وا 
نيا تحقق  ذاتية، التي ىي الأشعة ال           ، والتي أعمدتيا مؤلفة من الأشعة     اليسرى، وا 
، والتي    ىي مصفوفة من المرتبة   ، وأن    من المرتبة   حيث ،        العلاقة 

ن  ،اليمينية لذاتية، التي ىي الأشعة ا           أعمدتيا مؤلفة من الأشعة  تحقق العلاقة   وا 
   ة لذاتيىي المصفوفة القطرية المؤلفة من القيم ا  ، وأن   من المرتبة   ، حيث       
 أي أن: ، Aلممصفوفة 

                       
( عمى شكل Pseud – Inverce )شبو المقموب  Aعمى ذلك تم تعريف معكوس المصفوفة  وبناءً 

 وىو يساوي :   رمز ليا بالرمز الخاص التالي وي   ،   مصفوفة من المرتبة المعكوسة 
            ∑

 

  
     

                                         
أصغر   ‖    ‖الذي يجعل مربع الخطأ التالي:  Xوتستخدم ىذه المصفوفة لإيجاد الحل المثالي 

ن ىذا الحل يساوي :  ما يمكن . وا 
                                                                                       

ذا كانت رتبة و  ن تحميل القيمة ا X، فميس ليذه المسألة حل وحيد بالنسبة لــ nأقل من  Aا  لذاتية ، وا 
 .المذكورلمخطأ ممكنة سيعطينا الحل بأصغر قيمة 

 يتمتع بالخواص التالية: Aإن معكوس المصفوفة 
                  
                  

   (    )
 
     

   (    )
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 : قواعد اشتقاق المصفوفات : 1-9
 تعتمد عمميات اشتقاق المصفوفات عمى القواعد التالية :

  قواعد الاشتقاق بالنسبة لممتحولt  : 

  
     

  
 [

       

  
]                                                                 

  
 

  
      

  

  
 

  

  
                                                           

  
 

  
       

  

  
                                                                    

  
      

  
 

  

  
     

  

  
                                                  

 :قواعد الاشتقاق بالنسبة لممصفوفة ذاتيا فيي 

  
 

  
                                                                          

   
      

  
                                                                                    

 

ذا كانت   :فإنمتناظرة  Aوا 

  
 

  
                                                                   

   
 | |

  
                | |                                        

 :    شرط وجود وذلك ب

  
 

  
[  |    |]                                                        

 

 والمسافات :: الصيغة التربيعية  1-11
 الصيغة التربيعية : 

، فإننا نقول عن الجداء Aشعاع من مرتبة               مربعة ومتناظرة وكان  Aإذا كانت 
 ونرمز لو بــ : Xبأنو الصيغة التربيعية لــ        

        
          ∑∑         

 

   

 

   

               عدد    

 ذلك نأخذ المثال البسيط التالي : وكمثال عمى
     [     ] *

      

      
+ *

  

  
+  [     ] *

           

           
+              

        
   

       
      

                                                  

 . حتى مركز الإحداثيات         وىي تعبر عن مربع المسافة الممعيرة من النقطة 
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،   ف الصيغة التربيعية نستعرض تعريف المسافة بين نقطتين في المستوى أو في الفضاء يعر ت وبعد
 وذلك من خلال إحداثيات الشعاع الواصل بينيما .

 ( التالي :2-1كما في الشكل )       في المستوى           لنفترض أنو لدينا نقطة 

2y

1y 1x

2x

2 2x y

1 1x y
2x

 1 2Q y y

P

1X

2X

0

1 2(  x )x

 
 المسافات(: 2-1) الشكل

تساوي حسب نظرية         حتى مركز الإحداثيات           من النقطة         فإن المسافة 
 فيثاغورث ما يمي:

        √  
    

                                                           
 

 تساوي :          إلى النقطة           من النقطة         ولكن المسافة 
        √        

         
                                    
ليما نفس وحدة      و  ، لأنيا تفترض أن (Euclidean)وتسمى ىذه المسافات بالمسافات الإقميدية 

تحسب بنفس تمك الواحدة القياسية )متر(، أما إذا         القياس )متر أو غيره(، وبالتالي فإن المسافة 
)كغ(، فإن المقدار الذي تحت الجذر يصبح    )متر( تختمف عن واحد قياس    كانت واحدة قياس 

 غير قابل لمجمع . وبالتالي تصبح المسافة غير معرفة .
ى متحولين ممعيرين، وذلك وتحويميا إل     و  ولمتخمص من ىذه المشكمة نقوم بمعيرة المتحولين 

، فنحصل عمى متحولين جديدين مجردين من    √  و   √بتقسيم كل منيا عمى انحرافو المعياري 
   واحدات القياس نرمز ليما بــ : 

  

√   
            

  

√   
 

ة بالعلاق    حتى المركز           وبناء عمى ذلك نقوم بوضع تعريف جديد لممسافة من النقطة 
 التالية:

         √  
    

  √
  

 

   
 

  
 

   
                                             

 .  حتى المركز  Pبالمسافة الإحصائية من          وتسمى ىذه المسافة 
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في           و           وبناء عمى ذلك يمكننا تعريف المسافة الإحصائية بين أي نقطتين 
 المستوى وحسابيا من العلاقة :

         √
        

 

   
 

        
 

   

                                           

المسافة  وبصورة عامة يمكننا تعريف،   لنقطةحتى ا P النقطة وتسمى ىذه المسافة بالمسافة الإحصائية من
 بالعلاقة :(           )   و (           )  بين اي نقطتين    الإحصائية في الفضاء

         √
        

 

   
 

        
 

   

   
(      )

 

   

                        

  عمى الترتيب (              ) ىي تباينات المتحولات الإحداثية                    أن حيث
 وىنا نلاحظ ما يمي :

( فإننا نحصل 53-1في المعادلة )                إذا وضعنا الإحداثيات   -1
 :ونحصل عمى المعادلة   في الفضاء     حتى المركز  P من النقطة عمى المسافة

         √
  

 

   
 

  
 

   
   

  
 

   
                                     

، فإننا نحصل                   : وتساوي الواحد إذا كانت التباينات متساوية  -2
 ( .50-1عمى المسافة )الإقميدية( المعرفة في )

(، وربعنا الطرفين فإننا سنحصل 52-1في ) Cمساوية لعدد ثابت          إذا وضعنا المسافة  -3
 عمى المعادلة التالية )في حالة متحولين(:

  
 

   
 

  
 

   
                                                                      

، كما ىو     و   ومحوراه يوازيان المحورين الإحداثيين     وىي معادلة قطع ناقص مركزه المبدأ 
 موضح عمى الشكل التالي:

P

1X

2X

 
 شكل القطع الناقص( 3 -1) الشكل
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ذا كانت قياسات   فإن شكل الانتشار ليما يكون لو الشكل التالي:   مرتبطة مع قياسات    وا 



1X

2X

*

1X*

2X

Q

2x

 
 قطع ناقص( 4-1) الشكل

ذا وضعنا تمك      تعطى بالعلاقة )    حتى المركز  P النقطة وعندىا فإن المسافة من (، وا 
، (4-1)   ع المبين عمى الشكلفإننا نحصل عمى قطع ناقص كالقط Cالمسافة مساوية لعدد ثابت 

فإننا نقوم بتدوير المحاور الإحداثية ، ( 3-1لشكل الانتشار ) شابووحتى نحصل عمى قطع ناقص م
   ، فنحصل عمى محاور جديدة نرمز ليا بـ    إلى اليسار بزاوية قدرىا      و   

    و 
  ، 

 القديمة نستخدم معادلتي التحويل التاليتين :ولإيجاد الإحداثيات الجديدة بدلالة الإحداثيات 
  

                 
  

                
                                              

  ا نحسب تبايني مومني
  و  

   الجديدين ونرمز ليما بـ   
   و  

، وعندىا نجد أن المسافة من نفس  
    النقطة 

     
( التي تأخذ      تعطى بالعلاقة )    ذات الإحداثيات الجديدة إلى المركز    

 الشكل التالي :

         √
  

  

   
  

  
  

   
                                                    

ذا قمنا بتعويض     وا 
     

   وكذلك    
   و  

(، فإننا سنحصل عمى 56 -1( في )55 -1من )  
، وبعد إجراء الإصلاحات المطولة       بدلالة الإحداثيات القديمة           المسافة الجديدة 

  نحصل عمى المسافة الجديدة 
     

 بدلالة الإحداثيات القديمة من العلاقة التالية :  

          √     
                

                                      
من الدرجة  Xلأنو يتضمن حدود لـ  ،أن المقدار الذي تحت الجذر يأخذ صيغة تسمى بالصيغة التربيعية

    و         الثانية ىي 
      

 عمى الترتيب .          و     مضروبة بالأعداد    
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،       غير سالبة لجميع قيم           ىي الأعداد المناسبة التي تجعل المسافة     حيث أن 
 وىي تحدد وتحسب من العلاقات التالية :

    
     

                                 

 
     

                                 
 

 

    
     

                                 

 
     

                                 
 

 

    
        

                                

 
        

                                
        

 

ذا ربعنا طرفي العلاقة )  ويكون لدينا :          ( نحصل عمى مربع المسافة 57-1وا 
                

                
                                          

 ( عمى شكل مصفوفة كما يمي:1-58وىنا نلاحظ أنو يمكن كتابة )
                   *

      

      
+ *

  

  
+                                               

                    وىي الصيغة التربيعية المطموبة                        
ذا وضعنا تمك المسافة مساوية لعدد ثابت   ( تعطينا أن :1-56فإن المعادلة ) Cوا 

  
  

   
  

  
  

   
     

  وىي معادلة قطع ناقص بدلالة الإحداثيات الجديدة 
  و  

   ، ومحوراه يوازيان المحورين  
    و  

  ،
ن ىذا القطع يأخذ نفس وضعية  زاوية قدرىا     و    المذين يصنعان مع المحورين القديمين  ، وا 

   محورين مل ( بالنسبة4-1القطع في الشكل )
    و  

  . 
 ( فإننا نحصل عمى أن:58-1في المعادلة ) Cولكن إذا جعمنا تمك المسافة مساوية لعدد ثابت 

                
                

                                  
( 4-1، كما ىو مبين عمى الشكل )    و    وىي معادلة القطع المذكور بدلالة الإحداثيات القديمة 

 سابق .ال
   في الفضاء    إلى مركز الإحداثيات  Pوبصورة عامة فإنو يمكننا تعريف المسافة من نقطة 

 بواسطة العلاقة التالية:
          √     

       
       

         
             

                                                         
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                              
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 وبتربيع الطرفين يمكن كتابة ىذه العلاقة مصفوفياً كما يمي:

                      [

          

          

    
          

] [

  

  

 
  

]                
 

نعمم العلاقة    الفضاءفي              و             ولحساب المسافة بين نقطتين 
 ( فنجد أن:1-62)

        √                                                        
 

                                                                   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅             
ذا وضعنا ىذه المسافة مساوية لعدد ثابت  ربعنا الطرفين فإننا سنحصل عمى معادلة قطع ناقص ، ثم Cوا 

 كما يمي:
                     

            
              

                     
 

                                                               
  ومحوراه يوازيان المحورين الجديدين  0وىي معادلة قطع ناقص مركزه 

  و  
، المذين يصنعان مع  

 .  الزاوية      و    المحورين القديمين 
 مصفوفياً كما يمي: Qحتى  Pوأخيراً يمكننا كتابة مربع المسافة من 

           [                      ]

[
 
 
 
 
          

          

          

    
          ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
       

       
     

 
       ]

 
 
 
 

           

 كما يمكن كتابتيا عمى شكل الصيغة التربيعية المعممة كما يمي:
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 الفصل الثاني
 الشاذة لمصفوفاتواالقيم الذاتية  قضايا

 

 : تمييد  2-1

نوضح جوىر لقد ظيرت مشكمة القيم الذاتية لممصفوفات عند معالجة المعادلات الخطية المتجانسة. ولكي 
 ىذه القضية دعنا ننطمق من المعادلة الخطية التالية:

                                                                   
 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي:

                                                                  
. ويسمى       ىو الحل الذي يكون فيو  xبسيط ليذه المعادلة بالنسبة لــ ومن الواضح أن الحل ال
يفيدنا في معالجة المسائل العممية المختمفة.  . لأنو لا(Trivial solution)ىذا الحل بالحل التافو 

 . (2-2)أو في العلاقة  (2-1)ويجعمنا نخسر جميع المعمومات المتوفرة في العلاقة 
نفترض أو نشترط أن و ، نستبعده من الحمول الممكنة من الحدوث (x = 0)وحتى نمنع ىذا الحل التافو 

 لأن:  تأخذ قيمة معينة ىي يجب أن    أن معدوماً، وعندىا نجد      يكون المضروب الأول 
                                                              

وعند تعويض ىذه  . (eigenvalue) (2-2)بالقيمة الذاتية )الكامنة( لممعادلة   وتسمى ىذه القيمة لـــــ 
تعطينا لانياية من الحمول المقبولة )المحدودة وغير المعدومة( بالنسبة فإنيا  (2-2)المعادلة القيمة في 

عندما  يساوي الصفر      في  x. وذلك لأن جداء أية قيمة محدودة لــ  xلممتحول المجيول 
      . 

 وكذلك الأمر في حالة المصفوفات المربعة، حيث نجد أنو لو كانت لدينا جممة من المعادلات الخطية كما
 يمي:

                     

                     

                     

                                           

 فإنو يمكننا كتابتيا بدلالة المصفوفات والأشعة كمايمي:
 

[

         

         

         

] [

  

  

  

]    [

  

  

  

]                                    

 والتي يمكن كتابتيا باختصار عمى الشكل التالي:
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. وىذه العممية تصادفنا كثيراً في    إلى شعاع آخر ىو  Xوىذه العلاقة تعبر عن عممية تحويل الشعاع 
 الدراسات والبحوث العممية .
فإنو يمكننا  (2-4)ومشابية لممعادلات  ،متحولاً  nمعالة خطية وتتضمن  nوبصورة عامة إذا كان لدينا 

 كما يمي: Xوشعاع  Aكتابتيا بدلالة مصفوفة 
                                                       

 

)وتسمى بمصفوفة التحويل(، وتتضمن الأمثال العددية     ىي مصفوفة مربعة من المرتبة  Aحيث أن: 
ن iفي المعادلة الخطية    المصاحبة لممتحول      ىو الشعاع العمود المؤلف من المتحولات      ، وا 
فيو عدد حقيقي )سممي(   نفسيا، أما    ىو الشعاع العمود الذي يرمز لممتحولات      ، أي أن    

 اريأو المعي بالشكل النموذجي (2-7)، ويسمى شكل المعادلة   إلى  Xيستخدم في عممية التحويل من 
وذلك لتميزىا عن  A  .(standard eigenvalue problem)لمشكمة القيم الذاتية لممصفوفة 

  A (Generalized eigenvalue problem)الشكل العام لمشكمة لقيم الذاتية لممصفوفة 
 كون عمى الشكل التالي:يوالذي 

                                                                             
 

  (positive definite)أيضاً ومحددة إيجابياً     ىي مصفوفة مربعة من المرتبة  Bحيث أن 
إلى المشكمة  (2-8)مصفوفة متناظرة، ويمكن تحويل المشكمة العامة لمقيم الذاتية المبينة في  Aوأن 

 (cholesky)وذلك باستخدام تحويل وتحميل تشوليسكي  ،(2-7)النموذجية المعروضة في العلاقة 
(. لذلك فإننا سنركز اىتمامنا في ىذه الورقة عمى 138ص  -المصفوفات -]انظر ذلك في الطويل

 المشكمة النموذجية لمقيم الذاتية وسنعرضيا من خلال الفقرة التالية .
 

 المشكمة النموذجية لمقيم الذاتية: 2-2

 السابقة وىي: (2-7)شكل المعادلة عمى ليذه المشكمة يكون النموذجي إن الشكل 
                                                                                      

 والتي يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي:
[    ]                                                                            

 . nىي مصفوفة أحادية من المرتبة  Iحيث أن: 
 (.X = 0يصطدم بالحل التافو )الذي ىو  Xبالنسبة لمشعاع  (2-10)إن حل المعادلة 

 [    ]الحل التافو. فإننا نفترض أو نشترط أن تكون المصفوفة اليسارية ذلك وحتى نمنع حدوث 
 شاذة. وىذا يعني أنو يجب أن يكون محددىا معدوماً. أي نشترط أن يحقق محددىا الشرط التالي .

|    |                                                                               

لعلاقة فإن ا        وان عناصر قطره الرئيسي تساوي     وبما أن ىذا المحدد ىو من المرتبة 
 تأخذ الشكل التالي: (11-2)
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|

     
           
           
           

   

          
     
           
          

   

           
           
           
     

 |                                                  

 nفإننا سنحصل منو عمى كثير حدود من المرتبة  ،المحددوعندما نقوم بحساب منشور أو مفكوك ىذا 
 يكون لو الشكل التالي:و   بالنسبة لموسيط المجيول 

          
     

       
                                      

، A (Characteristics equation)بالمعادلة المميزة لممصفوفة  (2-13)وتسمى المعادلة 
جذراً ليا: أي إننا سنحصل منيا عمى  nفإننا سنحصل عمى   وعندما نقوم بحل ىذه المعادلة بالنسبة لــــ 

n  وسنرمز ليا بالرموز :      قيمة لــ 
                                                                                           

 ، A، كما تسمى بالجذور الكامنة لممصفوفة Aوتسمى ىذه الجذور بالقيم الذاتية أو القيم المميزة لممصفوفة 
ن ىذه  وىي  ، [    ]إلى المصفوفة الشاذة   A، التي تحول المصفوفة      مقيالجذور ىي وا 

ن ىذه القيم الذاتية قد لا تكون مختمفة عن بعضيا البعض بل قد  تستخدم كثيراً في المسائل العممية. وا 
يكون بعضيا مكرراً عدة مرات )عدة جذور مضاعفة(. كما يمكنيا أن تكون حقيقية أو عقدية )مركبة(. 

 ولكن إذا ظيرت جذور عقدية فإنيا تكون عمى شكل أزواج مترافقة . 
| | نظامية  Aشير إلى أنو إذا كانت المصفوفة وىنا ن  .nفإن عدد قيميا الذاتية يساوي مرتبتيا     

ذا كانت   .    ، حيث أن rشاذة، فإن عدد القيم الذاتية ليا يكون مساوياً لرتبتيا  Aوا 
 .  ةمقابل كل قيمة من القيم الذاتي (2-10)الذي يحقق العلاقة  Xوالآن نعود إلى مسألة إيجاد الشعاع 

فإننا سنحصل عمى  (2-10)ونعوضيا في المعادلة      كن تالقيم الذاتية ول ىولذلك نأخذ أحد
 المعادلة المحددة التالية:

[     ]                                                                           

عمى  (2-15)فإنو يمكننا الحصول من  ،مصفوفة شاذة [     ]تجعل المصفوفة    وبما أن قيمة 
ذا أخذنا أحد تمك الحمول وليكن  Xعدد لانيائي من الحمول المقبولة لـــ     المقابل لمقيمة الذاتية    . وا 

 يمي: فإنو سيكون عمى شكل شعاع عمود كما

   [

  

  

 
  

]

 

                                                                                         

    والمقابمة لمقيمة الذاتية  Aبالشعاع الذاتي )المميز( لممصفوفة    ويسمى ىذا الشعاع 
ليا مثل  فإن أي حل مقبول ،ىي جممة معادلات خطية متجانسة (2-10)ولكن بما أن جممة المعادلات 

 يشكل مع مضاعفاتو حزمة من الحمول المقبولة )غير التافية( ونرمز ليا بالرموز: ،  
                                                                                     

 .   أي عدد حقيقي )غير الصفر( يضاعف أو يقمص الحل    حيث 
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ولكن ، وحدىا   لمقيمة الذاتية  ةالمقابم   وبذلك نحصل عمى لانياية أخرى من الحمول المرتبطة بالحل 
، ولا تحدد لنا عناصر الحل المطموب   لحل لشعاع اىذه الحمول المتضاعفة تحدد لنا فقط الاتجاه العام 

(. وىذا أمر لا يساعدنا عمى التوصل (. ولذلك تبقى أطوال ىذه الحمول كيفية )غير محددة   )مركبات 
 إلى حمول محددة الطول بل محددة الاتجاه فقط .

ولمتخمص من ىذه المشكمة يمكن أن نقوم بتحويل ىذه الأشعة المتضاعفة إلى أشعة ممعيرة واحدية بحيث 
 يكون طول كل منيا مساوياً لمواحد الصحيح .

 كما يمي:   ولو طمربع  ونحسب    لذلك نأخذ أي شعاع منيا مثل 
‖  ‖

    
       

    
    

      
             مربع الطول  

‖  ‖  √  
 ثم نحسب طولو    فنجد أن                                               

ونرمز لو بــــ    فنحصل عمى الشعاع الواحدي لمشعاع       ثم نقسم عناصر ذلك الشعاع عمى طولو 
 وىو يساوي    

   
  

‖  ‖
 

  

  
                                                                                      

وبالتالي نحصل عمى شعاع جديد يكون لو نفس الاتجاه ويكون طولو الجديد مساوياً لمواحد لأن: 
  
، ونحصل عمى نفس   بالشعاع الذاتي الممعير المقابل لمقيمة الذاتية    ، ويسمى الشعاع       

ذا كان لممصفوفة ( 17-2في )النتيجة إذا حولنا الأشعة الأخرى  قيمة ذاتية  nإلى أشعة واحدية . وا 
 شعاعاً ذاتياً واحدياً مختمفاً مقابلًا ليا. ولمحصول عمى ىذه nمختمفة )جذراً مختمفاً( فإنو سيكون ليا 

، واحدة (2-10)في المعادلة  (2-14)الأشعة نعود ونعوض كل من القيم الذاتية التي حصمنا عمييا في 
 تمو الأخرى حتى نحصل عمى جميع الأشعة الذاتية الواحدية المقابل لكل منيا.

*   لممصفوفة  القيم الذاتية والأشعة الذاتية أوجد (:1-2مثال )
  
  

+  
 كما يمي: Aالحل: نكتب المعادلة الذاتية لــ 

                     [    ]                                                    
 ثم نضع محدد المصفوفة اليسرى مساويا لمصفر فنحصل عمى أن :

|    |  |
           
           

|                                                                

 وىو:  ثم نقوم بحساب مفكوكو فنحصل عمى كثير حدود من المرتبة الثانية بالنسبة لـــ 
                                                                                     
                                                                                             

 نحصل عمى الجذرين التاليين:  وبحل المعادلة الأخيرة بالنسبة لــــ 
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1

1
1X

1x

2x

فإن      ، فنجد أنو عندما نأخذ ولإيجاد الأشعة الذاتية المقابمة ليما، نأخذ كل قيمة عمى حدة
 مصفوفة المعادلة المميزة تساوي :

[     ]  *
           
           

+  *
   
   

+ 

 ولمحصول عمى الأشعة الذاتية المقابمة ليذه القيمة نكتب المعادلة المميزة كما يمي :
[     ]    *

   
   

+ *
  

  
+    

 التاليتين:تين نحصل عمى المعادلتين غير المستقمومنيا 
          
             

 
 ( (1-)وىما عبارة عن معادلة واحدة )الثانية تنتج من الأولى بضربيا بـــ 

           نأخذ أحدىما ولتكن الأولى:                
      فنحصل منيا عمى أن:                         

 ولو نفس الإشارة   يساوي    أي أن العنصر 
أية قيمة كيفية . يمكننا أن نحصل من المعادلة الأخيرة عمى لانياية من الحمول المقبولة    وبإعطاء 

 ويكون ليا نفس الاتجاه .
        وحتى نحدد أحد الحمول الخاصة نضع كيفياً 
        فنحصل عمى أن:                          

 
والمبين عمى    والذي نرمز لو بــ  ،وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الأول

*   وىو  الشكل المقابل 
 
 
 .      القيمة الذاتية وىو يقابل +

وذلك بأخذ  ،    الذاتية  القيمة ومنو نحصل عمى حزمة الأشعة الذاتية الأخرى المقابمة لنفس
 كما يمي:   مضاعفات 

   *
 
 
+        *

 
 
+        *

 
 
+      

 أي عدد حقيقي )غير الصفر(   حيث 
 فإننا نجد أن المصفوفة:      أما عندما نأخذ القيمة الذاتية الثانية 

[     ]  *
           
           

+  *
  
  

+ 

 يمي: ثم نكتب المعادلة الذاتية كما
[     ]  *

  
  

+ *
  

  
+    

 المستقمتين التاليتين:ومنيا نحصل عمى المعادلتين غير 
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-1

1

2X

1x

2x

ذا أخذنا أحدىما نجد أن:  وىما عبارة عن معادلة واحدة، وا 
       

 ن بالإشارة .ين مختمفاوأن العنصر       يساوي    أي أن العنصر 
أية قيمة كيفية، فإنو يمكننا أن نحصل من المعادلة الأخيرة عمى لانياية من الحمول المقبولة    وبإعطاء 
 كمايمي:

، وبذلك نحصل عمى      فنحصل عمى أن      نضع بشكل كيفي 
وىو  2    المقابل لمقيمة الذاتية الثانية    الشعاع الذاتي الخاص 

   *
 
  

 : المقابل  في الشكل اكم ،+
 وىي: 2    ومنو نحصل عمى حزمة الأشعة الذاتية الأخرى المقابمة لنفس القيمة الذاتية 

   *
 
  

+        *
 
  

+       *
 
  

+       
 أي عدد حقيقي )غير الصفر(  حيث 

نقوم بتعويضيا  (2-10)أو لممعادلة  (2-9)ولمتحقق من أن ىذه الأشعة تشكل حمول مقبولة لممعادلة 
 :فنجد أن  لنتأكد من تحققيا      في المعادلة الذاتية 

    *
  
  

+ *
 
 
+  *

 
 
+   *

 
 
+                    

 

    *
  
  

+ *
 
  

+  *
  
 

+    *
 
  

+       
 

يحققان المعادلة الذاتية، وبذلك يشكلان حمين مقبولين ليا. عمماً بأن       أي أن الشعاعين الذاتين 
متعامدان    و   مضاعفات كل منيما تشكل حمول مقبولة ليا أيضاً، ونشير ىنا أيضاً إلى أن الحمين 

 مصفر:ل اً ساويما ملأنيما يحققان شرط التعامد وىو أن يكون الجداء السممي لي
〈      〉    

           *
  
  

+    

ولكن ىذين الحمين محددان بالاتجاه فقط ، وغير محددين بالطول لأن جميع مضاعفاتيما تشكل حمول 
 مقبولة أيضاً .

لذلك يفضل أن نقوم بحساب الأشعة الذاتية الممعيرة الواحدية ليما، وليذا نقوم بحساب طول كل منيا 
 فنجد أن:

  
  ‖  ‖

    
    

                            √         
 

  
  ‖  ‖

    
    

                                √  
 

 وبذلك نجد أن الأشعة الذاتية الواحدية ىي:

   
  

‖  ‖
 

  

  

 
  

√ 
 

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
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‖  ‖
 

  

  

 
  

√ 
 

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

 فنجد أن: (2-10)أو  (2-9)ويمكننا التأكد من أن ىذين الشعاعين يحققان المعادلة النموذجية 

     *
  
  

+  

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

 

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

  

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

      

 

     *
  
  

+  

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

[
 
 
  

 

√ 
 

√ ]
 
 
 

   

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

      

 

 . ويشكلان الحمين الممعيرين ليا يحققان المعادلة الذاتية المفروضة      أي أن الشعاعين 
 

 نظريات مختمفة حول القيم والأشعة الذاتية :   2-3

، فإنو عدد قيميا الذاتية    نظامية ومن المرتبة  Aلقد أشرنا سابقاً إلى أنو إذا كانت المصفوفة 
 عمى ذلك نقدم النظريات التالية ، وبناء                 قيمة ذاتية. ونرمز ليا  nسيكون مساوياً لـ 

  :(أنظر المصفوفات لمطويل برىانلم )
 أن:تمك المصفوفة أي  traceيساوي أثر  A: إن مجموع القيم الذاتية لممصفوفة 1ن

∑  

 

   

       ∑   

 

   

                                                     

 يساوي جداء قيميا الذاتية أي أن: Aإن قيمة محدد المصفوفة  :2ن

| |  ∏  

 

   

                                                                           

 السابق فنجد أن: (1-2)في المثال Aوكتطبيق عمى ذلك نـأخذ القيم الذاتية لممصفوفة 

∑  

 

   

         

           

|                                ∑   

 

   

       

 

| |        

∏  ̀

 

   

         
|                                  | |  ∏  ̀

 

   

 

 مصفوفة صفرية فإن جميع قيميا الذاتية تكون أصفاراً أي أن: Aإذا كانت المصفوفة  :3ن
  [ ]                                                                      
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فإن جميع قيميا الذاتية تكون متساوية وتساوي  Iىي المصفوفة الأحادية  Aالمصفوفة  ت: إذا كان4ن
 الواحد الصحيح أي أن:

               ̀                                                         
 فإن قيميا الذاتية تساوي عناصرىا القطرية. أي أن: Dمصفوفة قطرية  A: إذا كانت المصفوفة 5ن

    [

     
     
     

]           ̀                                   

 لأي مصفوفة وذلك بتحويميا إلى مصفوفة قطرية.   في إيجاد القيم الذاتية  ويستفاد من ىذه النظرية
| | مصفوفة شاذة  Aتكون أي مصفوفة  :6ن إذا وفقط إذا كانت إحدى قيميا الذاتية مساوية     

| |لمصفر ) لأن قيمة   ∏   . ) 

 فإنيا تكون شاذة إذا وفقط إذا كان أحد عناصرىا القطرية معدوماً . Dأما إذا كانت المصفوفة قطرية 
فإن ،                 : إذا كانت أي ،مختمفة Aإذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة  :7ن

 الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون مختمفة )من حيث الاتجاه( .
 مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون مستقمة خطياً  A: إذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة 8ن

 )متعامدة( .

نفس القيم الذاتية: وعندىا  n.nوليما نفس المرتبة  B , A: يمكن أن يكون لمصفوفتين مختمفتين 9ن
 ( .المتشابية ن. )يستفاد منيا في التعرف عمى المصفوفاتيمتشابيت Bو Aتكون المصفوفتان 

 .  نفس القيم الذاتية وذلك لأن ليما نفس كثير الحدود بالنسبة لــــ    ولمنقوليا  Aإن لممصفوفة  :11ن

ذا كانت ىذه القيم  Aإذا كانت المصفوفة  :11ن حقيقية ومتناظرة فإن قيميا الذاتية تكون حقيقية. وا 
 اً ساويمالسممي لأي شعاعين يكون الجداء  مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون متعامدة، أي

          الصفر 
، أما إذا لم تكن مختمفة فيمكن تحويل الأشعة الذاتية المقابمة       

 ليا إلى أشعة متعامدة )حسب نظرية غرام(.

حقيقية ومتناظرة سمبياً فإن قيميا الذاتية تكون تخيمية صرفة )الجزء  Aإذا كانت المصفوفة  :12ن
ذا كانت ىذه القيم مختمفة فإن الأشعة الذاتية المقابمة ليا تكون متعامدة. أو يمكن  الحقيقي معدوم(. وا 

 تحويميا إلى متعامدة )نظرية غرام( .

أي عدد   ، وكان  لمقيمة الذاتية  والمقابل Aىو الشعاع الذاتي لممصفوفة  U: إذا كان الشعاع 13ن
ومقابلًا لمقيمة الذاتية  Aيكون أيضاً شعاعاً ذاتياً لممصفوفة        حقيقي غير الصفر، فإن الشعاع 

 نفسيا .  
| | أي مصفوفة نظامية  Lمصفوفة مربعة ومتناظرة، وكانت  A: إذا كانت 14ن ومن مرتبة     
A  فإن المصفوفة ،B  تكون مشابية لــ           المعرفة بالعلاقةA  ويكون ليا نفس القيم

 )ولكن الأشعة الذاتية تبقى غير متطابقة( .  Aالذاتية التي لـــ 
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ن الأشعة الذاتية لـ           . أي أن: Aفي الأشعة الذاتية لـــ     تساوي حاصل ضرب  Bوا 
  Bىي الأشعة الذاتية لــ  Vو  Aىي الأشعة الذاتية لــ  Uحيث: 

 بتحويمة التشابو .  تكونان متشابيتين. وتسمى المصفوفة  B,Aوبالتالي فإن المصفوفتين 
، فإننا سنحصل عمى Tبحسب ترتيبيا مصفوفة  Aإذا شكمنا من أعمدة الأشعة الذاتية لممصفوفة  :15ن

(، medal matrix)Aة لــ بالمصفوفة الظاىري T، وتسمى المصفوفة Aمصفوفة مربعة من مرتبة 
ذا كانت المصفوفة  | | نظامية  Tوا   المعرفة بالعلاقة: Dفإن المصفوفة ،     

ن عناصر قطرىا الرئيسي ىي القيم الذاتية لــ               Dتكون مصفوفة قطرية، وا 
 حسب الترتيب السابق . أي أن: Aوتساوي القيم الذاتية لــ

          [

  

 
 
 

   

 
  

 
 

   

 
 
  

 

   

 
 
 
  

]                                              

بتحويمة الاستقطار والتشابو   وتسمى المصفوفة  ،تكونان متشابيتين D,Aأي أن المصفوفتين 
Similarity diagonalization transformation ويستفاد من ىذه النظرية في عممية ،

 في عمميات التحقق من صحة الأشعة الذاتية.تحويل المصفوفات إلى مصفوفات قطرية، و 
 وىناك شكل آخر ليذه النظرية وىو أن يكون:

        غير موجود(          )وتطبق عندما يكون 
 عمى القطر الرئيسي .   : ىي مصفوفة قطرية مؤلفة من القيم الذاتية  حيث 

ىي              مرة وكانت الأشعة  mومكررة  Aقيمة ذاتية لممصفوفة   : إذا كانت 16ن
∑المكررة، فإن التركيب الخطي ليا   الأشعة الذاتية المقابمة لــ       

 
يكون أيضاً شعاعاً ذاتياً     

 .أية أعداد حقيقية غير الصفر   نفسيا حيث أن   ومقابلًا لمقيمة الذاتية  Aلممصفوفة 
| |  A لممصفوفة النظاميةقيمة ذاتية    إذا كانت :17ن تكون     فإن U ويقابميا الشعاع الذاتي    

 .عدد صحيح بشكل عام k حيث أن.  U ويقابميا نفس الشعاع الذاتي    يةالأس قيمة ذاتية لممصفوفة
قيمة ذاتية ليا، أما شعاعيا     ويكون     فإنو يكون لدينا المصفوفة  k=-1نتيجة ىامة: إذا كان 

لكن ، و Aىي مقاليب القيم الذاتية لـ     القيم الذاتية لـ  أن . أي Aىو نفسو الذي لــ  Uالذاتي فيبقى 
 الأشعة الذاتية تبقى نفسيا .

∑      لدينا التابع وكان      )القيمة والشعاع الذاتيين A إذا كان لممصفوفة :18ن       
    ،

 .  [      ]يكون لو القيمة والشعاع الذاتيين      فإن 
 ىاممتون( . -نظرية )كايمي :19ن

 ىي :  وكانت معادلتيا المميزة بالنسبة لـــ  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت 
|    |            
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 نفسيا تحقق تمك المعادلة الذاتية أي يكون لدينا: Aفإن 
           

      
                                                   

 

∑( 27-2من العلاقة )    يمكن الحصول عمى المقموب  :21ن         
وذلك بضرب  ،   

 من اليسار فنجد أن :    تمك الصيغة بــ 
   

              
      

                                            
 من العلاقة:    وبالتالي نحصل عمى المقموب 

    
  

  

[           
      

   ]                               
     أسية يمكن فك أو نشر أي مصفوفة :21ن

 A( عمى شكل متسمسمة قوى من    )حيث   
  أي يمكن كتابة  (n-1)حتى القوة 

 عمى الشكل التالي:  
  

        
     

        
                                  

 يمي: كحد أعمى. أي يمكن كتابتيا كما      إلى الحد      يمكن فك واقتطاع أي دالة مصفوفة :22ن
∑            بشرط تقارب المتسمسمة             (   30 -2)             

    
    

 وىناك نظريات أخرى يمكن البحث عنيا في المراجع المختصة .

]  لنأخذ المصفوفة المتناظرة التالية : (: 2-2مثال )
     
    
    

]   

        والجداء  Tالمصفوفة  ثم حساب،  Aوالمطموب: إيجاد القيم والأشعة الذاتية لــ 

]        ثم التأكد من أن:           

    
    
    

] 

 الحل: لإيجاد القيم الذاتية ليذه المصفوفة نشكل المعادلة الذاتية ليا وىي:
       

[    ]      
نضع محدد المصفوفة مساوياً لمصفر، أي  (X=0)وحتى لا نحصل عمى الحل التافو لمشعاع العمودي 

|    |نجعل:     فنجد أن:    

|
       
      
      

|    

 وبأخذ مفكوك ىذا المحدد حسب الأقطار نجد أن:
                                              
                                                

                                              
 ومنو نحصل عمى المعادلة المميزة التالية :
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جذور كامنة  (3)حسب خوارزمية معادلات الدرجة الثالثة، فنحصل عمى   نحل ىذه المعادلة بالنسبة لــ 
                        وىي: Aقيم ذاتية لممصفوفة السابقة  (3)أو عمى 

  A =trace(A)وىنا نلاحظ أن: مجموع ىذه القيم لذاتية = مجموع عناصر القطر الرئيسي لممصفوفة 
                

مصفوفة  عمى التوالي في  ولمحصول عمى الأشعة الذاتية المقابمة لكل من ىذه القيم الذاتية نعوض قيم 
 فإنو يكون لدينا:     المعادلة الذاتية: فعندما نضع 

[
                
                
                 

] [

   

   

   

]    

 ومنيا نحصل عمى المعادلات الخطية المتجانسة التالية:
              
               
                

وىي معادلات غير مستقمة عن بعضيا البعض، بل ىي عبارة عن معادلة واحدة )لأن الثانية تنتج من 
 )الأولى بضربيا بـــ 

 

 
 ( .(1-)والثالثة من الأولى بضربيا بـــ  (

 ولذلك نأخذ معادلة واحدة منيا ولتكن المعادلة الثانية فنجد أن:
                                                    

فنحصل عمى       لذلك نبدأ بالحل البسيط الذي يكون فيو  ،وىي تعطينا لانياية من الحمول المقبولة
       فنحصل عمى أن       ثم نضع        أن: 

]   وبذلك نحصل عمى الشعاع الذاتي الخاص الأول وىو: 
  
  
 

]   

 من العلاقة:    زمة الأشعة المقابمة لمقيمة الذاتية: ومنيا نحصل عمى ح

     [
  
  
 

] 

 ىو أي عدد حقيقي )غير الصفر( . Cحيث 
، لذلك يمكن أن نضع      فإننا سنحصل عمى أن  (1)في المعادلة      ولكن إذا وضعنا 

، وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الخاص الآخر المقابل أيضاً     فنحصل عمى      

]   وىو:      لمقيمة الذاتية 
 
 
 
]   

 من العلاقة الآتية :    ومنيا نحصل عمى حزمة أخرى من الأشعة المقابمة لمقيمة الذاتية 

     [
 
 
 
] 
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وعندىا يمكن أن ،         فإننا سنحصل عمى أن :  (1)في المعادلة      ولكن إذا وضعنا 
وبالتالي نحصل عمى الشعاع الذاتي الخاص الثالث ،       فنحصل عمى أن      نضع 

 وىو :     المقابل أيضاً لـــ 

   [
 
  
 

] 

 من العلاقة الآتية:     ومنو نحصل عمى حزمة ثالثة من الأشعة المقابمة أيضاً لمجذر الذاتي
        

لأنيا تقابل       غير مستقل عن    أي أن          نلاحظ أن:  (16)وحسب النظرية 
 .    نفس القيمة الذاتية 

 صحيحة نتأكد من أن قيميا تحقق المعادلة الذاتية التالية:         ولمتحقق من أن ىذه الأشعة 
       

 :وكمثال عمى ذلك نـأخذ أحد أشعة الحزمة الثالثة فنجد أنيا محققة 

[
     
    
    

] [
 
  
 

]    [
 
  
 

] 

 فنجد أن:    [    ]ونعوضيا في المعادلة       وأخيراً لنأخذ القيمة الذاتية الثالثة 

[

          
         
         

] [

   

   

   

]  [
      
     
     

] [

   

   

   

]    

 ومنيا نحصل عمى المعادلات الخطية التالية:
              
              
              

 

وىي معادلات غير مستقمة عن بعضيا البعض )لأن محددىا معدوم(، ولحميا نقوم بضرب الثانية بـــ 
 ، ثم نطرحيا من الثالثة فنحصل عمى المعادلة التالية:(2)

                  
 

       ، وبالتعويض في المعادلة الثالثة أو غيرىا نجد أن 2   فإن      فإذا وضعنا 
 وىو:      الخاص الأول المقابل لمقيمة الذاتية: الحل وبذلك نحصل عمى 

   [
  
 
 

]                 [
  
 
 

] 

 فنجد أنيا محققة :       ولمتأكد من صحتو نعوضو في المعادلة 

[
     
    
    

] [
  
 
 

]  [
   
  
  

]    [
  
 
 

] 
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 :فنحصل عمى أن         المقابمة لمقيم الذاتية وىي:  من الأشعة الذاتية Tثم نقوم بتشكيل المصفوفة 

  [
     
    
    

]      
 

 
[
    
    
    

] 

 وبذلك نجد أن:

        
 

 
[
    
    
    

]  [
     
    
    

]  [
     
    
   

] 
 

        [
   
   
    

]  [

    
    
    

] 
 

ذا أردنا أن نحصل عمى الأشعة الذاتية الواحدية فإننا نقوم بحساب أطوال الأشعة الذاتية  ليذه المصفوفة، وا 
 السابقة ونقسم عناصر كل شعاع عمى طولو كما يمي:

‖  ‖
                            ‖  ‖  √                           

‖  ‖
                               ‖  ‖  √                           

‖  ‖
                      ‖  ‖  √                         

 

 وىكذا نجد أن الأشعة الذاتية الممعيرة الواحدية ىي:

                          :              وىو يقابل                
  

  
 [

  

√ 
  

√ 

 

] 

 

                           :             وىو يقابل                
  

  
 [

 

√ 

 
 

√ 

] 

 

                          :              وىو يقابل               
  

  
 

[
 
 
 
 
  

 
 

 
 

 ]
 
 
 
 

 

             :      وىي تحقق العلاقة السابقة

 كما أنيا تحقق المعادلة الذاتية :
         

 .           مصفوفة الأشعة المتعامدة ي ى E يث أن :ح
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 )أنظر المراجع المرفقة(نظريات مكممة 2-4

 (Spectral decomposition)نظرية النشر الطيفي   -1

فإنو يكون ليا عدداً من القيم ،     نظامية وحقيقية من المرتبة و مصفوفة مربعة  Aإذا كانت 
 قيمة ىي:  الذاتية الحقيقية يساوي 

                                                                              

 من الأشعة الذاتية الممعيرة )الواحدية( ىي:  ويقابميا عدداً 
                                                                              

ذا كانت القيم الذاتية مختمفة فإن الأشعة ال  أي أنيا تحقق العلاقتين :ذاتية المقابمة ليا تكون متعامدة وا 
  
                               

                          
ذا و                  مصفوفة الأشعة المتعامدة  Eكانت ا 

 عمى الشكل التالي:بدلالة تمك الأشعة  Aفإنو يمكننا نشر المصفوفة 
          

        
         

                           
 

*  ولمتأكد من ذلك نقوم بتطبيقيا عمى المصفوفة 
  
  

(، حيث كان ليا القيم 1-2من المثال ) +
 الذاتية التالية:

                                           
 المقابمة ليا التالية: وكان ليا الأشعة الذاتية الممعيرة

   

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

                            

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

 وحسب ىذه النظرية نجد أن:

        
        

   

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
   

 

√ 
)   

[
 
 
 
 

√ 
  

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
   

  

√ 
)   

 

  [

 

 

 

 
 

 

 

 

]   [

 

 

  

 
  

 

 

 

]  *
  
  

+  *
   
   

+  *
  
  

+    

 نظرية المصفوفة المتعامدة:  -2

، فإنو يكون ليا وكانت قيميا الذاتية مختمفة    مصفوفة مربعة ومتناظرة ومن المرتبة  Aإذا كانت 
ذا           مقابل القيم الذاتية                مجموعة من الأشعة المتعامدة الممعيرة  ، وا 
ستكون متعامدة وتحقق العلاقات التالية )حسب  E، فإن  Eشكمنا من ىذه الأشعة المتعامدة مصفوفة 

 (( :15النظرية )
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ن    ىي المصفوفة الواحدية من المرتبة   حيث أن  ىي المصفوفة القطرية التي تتألف   ، وا 
 .المختمفة                عناصر قطرىا الرئيسي من القيم الذاتية 

 فنجد أن:  ومن اليسار بــ    ( من اليمين بــ 35-2ومن جية أخرى نجد أنو لو ضربنا العلاقة )
                                                                          

 ومنيا نستنتج أن :
                                                                                       

 (33-2وىذا يؤكد صحة العلاقة )
كتابة أي مصفوفة مربعة ومتناظرة عمى وبدمج ىذه النظرية مع نظرية النشر الطيفي نستنتج أنو يمكننا 

 الشكل التالي:

          ∑        
 

 

   

                                               

   ىي الأشعة الذاتية الممعيرة المقابمة لمقيم الذاتية    حيث أن: 
    ةالممعير ىي المصفوفة المتعامدة من الأشعة   وأن      
   ىي المصفوفة القطرية المؤلفة من القيم الذاتية   وأن      

 تعريف المصفوفة المحددة إيجابياً :  -3

، إنيا محددة إيجابياً إذا كانت نتيجة    ومن المرتبة  Aنقول عن أية مصفوفة مربعة ومتناظرة 
  لو نفس المرتبة  أي شعاع Xموجبة، حيث  عددية تساوي قيمة        جداء الصيغة التربيعية 

 ولا يساوي الصفر . ونكتب ذلك كما يمي:  
 المربعة والمتناظرة إنيا محددة إيجابياً إذا كان : Aنقول عن المصفوفة 

                                         ( بشرط    )                      

 المربعة والمتناظرة إنيا شبو محددة إيجابياً إذا كان : Aونقول عن المصفوفة 
                                         ( بشرط    )                      

فإن جميع قيميا الذاتية تكون  ،         مصفوفة مربعة ومحددة إيجابياً  Aإذا كانت   -4
أنيا محددة إيجابياً إذا كانت  Aموجبة، وبالمقابل يمكننا أن نقول عن أية مصفوفة مربعة ومتناظرة 

حيث   ، وعندىا فإن عدد تمك القيم يكون مساوياً لرتبتيا       جميع قيميا الذاتية موجبة 
 . Aرتبة  rوحيث       

لأن  (Singular)تسمى مصفوفة شاذة  Aذاتية معدومة فإن المصفوفة أما إذا كانت إحدى القيم ال
| | محددىا يكون معدوماً   ( .2حسب النظرية )    
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)حيث   وكانت رتبتيا تساوي  ،         مصفوفة مربعة وشبو محددة إيجابياً  Aإذا كانت   -5
قيمة ذاتية معدومة.       قيمة ذاتية غير معدومة. ويكون ليا   فإنو يكون ليا  ،(    

 وتستخدم ىذه النظرية كثيراً في التحميل متعدد المتغيرات وخاصة في التحميل التمييزي .

 يساوي :    إيجابياً فإن مقموبيا مربعة ومحددة  Aإذا كانت   -6

               ∑
 

   

 

   

     
                                           

                    ىي المصفوفة القطرية   حيث أن 
مصفوفة متناظرة وحقيقية  Bوكانت      المرتبة من مصفوفة متناظرة وحقيقية Aإذا كانت   -7

 ومحددة إيجابياً فإنو يكون لممعادلة الذاتية العامة التالية:

                                                                                               
أي ،  Bوتكون ىذه الأشعة متعامدة مع المصفوفة  ،                شعاعاً ذاتياً متعامداً   

 أنيا تحقق العلاقة التالية:
  
                                           

  
                                           

                                           

 ما يمي: Aوبالمقابل يكون بالنسبة لـــ 
  
                                           

  
                                            

                                            

 ويمكن كتابة ىاتين العلاقتين بشكل مصفوفي موحد كما يمي:
                                        
                                        

                                                            
فإنو يحقق    ( ويقابل القيمة الذاتية 11-2حل خاص لممعادلة المميزة )   : إذا كان ةنتيجة ىام  -8

 ( ويمكن كتابتو ومعالجتو كما يمي:10-2المعادلة )

                                                                             

  لنضرب الطرفين من اليسار بــ 
 فنحصل عمى أن:  

  
            

        ‖  ‖
                                   

‖  ‖ نقسم الطرفين عمى 
 فنستنتج العلاقة اليامة التالية: 

  
      

‖  ‖
 

                                                                              
 وليا استخدامات متعددة . وىي علاقة ىامة

فإنو يحقق    المقابل لمقيمة الذاتية  ،(11-2ىو الحل الممعير لممعادلة )   وكذلك نجد أنو إذا كان 
 ( ونكتب ذلك كما يمي:10-2المعادلة )
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  لنضرب الطرفين من اليسار بـ 
 فنحصل عمى أن :  

  
            

                                     
 ومنيا نستنتج العلاقة اليامة التالية:

  
                                                                            

      نالتاليتي ( السابق حيث كان لو القيمتين الذاتيتين1-2نتائج المثال)نأخذ : (3-2مثال )
 ويقابميما الحمين الخاصين والممعيرين التاليين :       

   *
 
 
+          *

 
  

+            

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

           

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 

 وبذلك نجد أن :
‖  ‖

              ‖  ‖
             ‖  ‖

             ‖  ‖
           

 ( نجد أن :47-2في )   وبتعويض 
  

      

‖  ‖
 

 
      *

  
  

+ *
 
 
+

 
 

      *
 
 
+

 
 

 

 
                 

 

  
      

‖  ‖
 

 
      *

  
  

+ *
 
  

+

 
 

      *
  
 

+

 
 

  

 
       

 ( يعطينا أن :50-2في )   وكذلك نجد أن تعويض 

  
       (

 

√ 
  

 

√ 
) *

  
  

+

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
  

 

√ 
)

[
 
 
 
 

√ 
 

√ ]
 
 
 

          

 

  
       (

 

√ 
   

 

√ 
) *

  
  

+

[
 
 
 

 

√ 

 
 

√ ]
 
 
 

 (
 

√ 
   

 

√ 
)

[
 
 
 
  

√ 
 

√ ]
 
 
 

            
 

 مصفوفة الجذر التربيعي: 2-5

فحسب نظرية التحميل  ،متناظرة ومحددة إيجابياً       مصفوفة مربعة من المرتبة  Aلنفترض أن 
 الطيفي يمكن كتابتيا كما يمي:

  ∑        
 

 

   

                                                                     

 مصفوفة الأشعة الذاتية الممعيرة والمتعامدة ليا وىي : Eوليكن لدينا 
  [              ]                                                                  

                      متعامدة وتحقق العلاقات التالية :    حيث أن 
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 ( كما يمي:37-2يمكن أن تكتب حسب العلاقة ) Aوعندىا فإن 

     ∑        
 

 

   

               
                                    

 وتساوي : Aىي المصفوفة القطرية لمقيم المميزة الموجبة لممصفوفة   حيث أن 

  [

     
     
     
     

]                                                 

 فنحصل عمى أن:         ( بــ 53-1طرفي العلاقة ) من اليسار والآن لنضرب
                                                                   

 الطرفين( :موقعي فنحصل عمى أن )بعد تبديل     ( من اليمين بـ 55-1ثم نضرب طرفي )
                   

 ومنيا نحصل عل أن :

             ∑
 

  

 

   

      
                                      

 ومن جية أخرى لنفترض أن المصفوفة 
 

،   √ترمز إلى المصفوفة القطرية التي عناصرىا القطرية   
 أي ان:

 
 
  

[
 
 
 
 √     

 √    

    

   √  ]
 
 
 
 

                                         

 ( يمكننا أن نعرف مصفوفة الجذر التربيعي 53-1قياساً عمى )
 

 بواسطة العلاقة التالية: Aلممصفوفة   

 
 
  ∑√        

 

 

   

    
 
                                      

  وكذلك نجد أن
 

  تساوي:             
 

  ∑
 

√  
      

       
 

     
 وتتمتع ىذه المصفوفة الجذرية بالخواص التالية: ،     وىي مصفوفة مربعة ومتناظرة ومن المرتبة 

    ( 
 
 )

 

  
 
  قطرية)                  

 
                                     ( لأن  

    ( 
 
 )  ( 

 
 )                                                                         

    ( 
 
 )

  

 ∑
 

√  
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  وذلك لأن 
 

 مصفوفة قطرية وعناصرىا القطرية ىي   

√  
 : 

      
 
    

 
    

 
    

 
                                                          

      
 
    

 
                                                                                

      
 
  ( 

 
 )

  

    ( 
 
 )

  

   
 
                                         

 مصفوفة المتراجحات والتعظيم : 2-6

فعمى سبيل المثال  إن قضية التعظيم تمعب دوراً ىاماً في التحميل المتعدد، وفي التحميل التمييزي الخطي.
فيي تفيدنا في مسألة توزيع أو تصنيف المشاىدات عمى المجموعات التي يتألف منيا المجتمع المدروس. 
ن قاعدة التوزيع غالباً ما تكون عمى شكل تابع خطي من المتحولات التي تعظم الفروقات بين  وا 

ساسية والعوامل الرئيسية نعتمد عمى المجموعات بالنسبة لتبايناتيا الداخمية. وفي طريقة المركبات الأ
 تركيب خطي من المتحولات لتعظيم الجدوى الاقتصادية ليا .

وتمعب المتراجحات المصفوفية دوراً كبيراً في البرىان عمى بعض النظريات وفي تعظيم النتائج المستخرجة 
 منيا. وأىم ىذه المتراجحات ىي:

 ( شوارز -متراجحة )كوشيCauchy- shwarz : 

 ، فعندىا يكون بينيما المتراجحة التالية:   من المرتبة d ,bلنفترض أنو لدينا شعاعين عموديين 
                                                                  

 ثابت ما لا يساوي الصفر. cحيث      أو     وتحدث المساواة فقط عندما يكون 
  ( الموسعةشوارز –متراجحة )كوشي : 

 محددة إيجابياً  B، وأنو لدينا مصفوفة    من المرتبة  d , bلنفترض أنو لدينا شعاعين 
 ا يكون لدينا بينيم المتراجحة التالية:ى، فعندومتناظرة

                                                            
ثابت ما لا يساوي  cحيث ،       أو         :نوتحدث المساواة فقط عندما يكو 

 الصفر.
 مسألة التعظيم: 

ذا كان  ، وأنو لدينا شعاعاً معموماً Bلنفترض أنو لدينا مصفوفة محددة إيجابياً ومتناظرة   X، وا 
 شعاعاً كيفياً )مجيولًا( وغير معدوم، فإن تعظيم النسبة التالية يساوي :

   [
       

      
]                                               

        وىذه المساواة تحدث عندما 
، Xشوارتز( الموسعة بالنسبة لــ  -ويمكن البرىان عمى ىذه النتيجة اعتماداً عمى متراجحة )كوشي

 ( تأخذ الشكل التالي:66-2فنجد أن العلاقة )
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 محددة إيجابياً، فإن جداء الصيغة التربيعية ليما يساوي قيمة موجبة أي أن:  وأن     وبما أن 

         
،          السابقة ( عمى الكمية العددية الموجبة68-2لذلك نقسم الآن طرفي المتراجحة )

 فنحصل عمى الحد الأعمى لمنسبة المذكورة . أي نحصل عمى أن :
       

      
                                                                

   وىذا يعني أن:       
       

      
                                                   

(، فنجد أن ذلك يحدث 69-2التي تقابل تمك القيمة العظمى في ) Xثم نقوم بالبحث عن قيمة 
، ولقد تم البرىان عمى إن ىذا يحدث           ( حدىا الأعمى 69-2عندما تبمغ النسبة )

 .   ثابت كيفي  cحيث         القيمة:  Xعندما تأخذ 
،            إن متناظرة ف    (، وبما أن 69-2ولمتحقق من ذلك نعوض ذلك الحل في )

 وبالتالي يكون لدينا :
            

                
 

           

          
                          

       وىذا يعني أن الحل الذي يعظم النسبة 

      
ن أكبر ،         ساوي يي ذال X الحل  ىو  وا 

 قيمة لتمك النسبة تساوي :

   [
       

      
]                                                

 مسألة تعظيم الصيغة التربيعية من نقطة عمى سطح الكرة الواحدية : 2-7

وليا القيم الذاتية الموجبة والمرتبة ،   nىي مصفوفة محددة إيجابياً ومتناظرة ومن  Bلنفترض أن  
ويقابميا الأشعة الذاتية الممعيرة والمتعامدة ،                  التالية: 

  وتحقق العلاقات :،               
                                            

  
                                                        

 
 فعندىا يكون لدينا :

   
      

    
                    أكبر قيمة ذاتية                     

 

   
      

    
                   أصغر قيمة ذاتية                     

 فعندىا يكون لدينا :،           متعامداً مع الأشعة الأولى  Xوعدا عن ذلك فإذا كان 
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              حيث         وىذا يحدث عندما يكون :
 والتي أعمدتيا مؤلفة من الأشعة الممعيرة والمتعامدة Eولمبرىان عمى ذلك نأخذ المصفوفة المتعامدة 

التي عناصرىا القطرية ىي جممة   مع المصفوفة القطرية ،              وىي: Bلممصفوفة 
( نجد أنو يمكننا 58-2، واعتماداً عمى العلاقة )                وىي:  Bالقيم الذاتية لممصفوفة 
  الجذرية  أن نعرف المصفوفة

 

 كما يمي : E  و بدلالة   
 

 
      

 
                                                   

      نعوض ذلك في النسبة وليذا 

    
 كما يمي: لمجذر التربيعي إلى جداء مصفوفتين Bبعد تحميل  

    
 

   
 

-2من ) وبالتالي نحصل    لأن     فإن        ثم نفرض أن   ، 
 عمى أن : (71

    
 
   

 
   

    
 

      
 
        

 
      

        
 

      

    
   

 

                
∑     

  

∑   
     

∑   
  

∑  
                                                 

خراجيا خارج المجموع الأخير وبذلك نكون حصمنا    بأكبرىا    وذلك بعد استبدال كل القيم الذاتية  وا 
 عمى أن:

                
      

    
                                                                

  فإننا نجد أنو يحقق      فمثلًا إذا أخذنا أي حل ممعير مثل 
، وبالتعويض نحصل       

 ( ما يمي: 76-2النسبة تساوي اعتماداً عمى )عمى أن تمك 

              
      

    
   

                                                
أصغر القيم    وىكذا يتم البرىان عمى البند الثاني فنحصل عمى أن أصغر قيمة لتمك النسبة تساوي 

 Bالذاتية لـ 

   
      

    
                                                          

 ولمبرىان عمى البند الثالث نأخذ العلاقة العامة التالية :

       [          ] [

  

  

 
  

]                   

   من اليسار بـ  Xفإنو إذا ضربنا  ،          متعامدة مع الأشعة الأولى المتعامدة  Xوبما أن 
  فإن الجداء 

 يكون معدوماً. ومنو نجد أن:    
  
      

         
        

          
                 



 الجزء الأول                                                                            الفصل الثاني    

 

46 

 

                                          
               وبطريقة مشابية نجد أن:        

 السابقة الشكل التالي :وبذلك تأخذ النسبة 
      

    
 

∑      
  

     

∑   
 

     

                                                     
 

 .     ، فإننا نحصل عمى القيمة العظمى ليا والتي تساوي     مساوية لأكبرىا    لأنو إذا وضعنا 
      فإن النسبة    مثل  : إذا أخذنا أي شعاع ممعير الخلاصة

    
يكون ليا نفس القيمة التي لمصيغة  

   التربيعية 
  حيث أن ،         

   المساوي لـ: ىو منقول الشعاع الممعير  
  

  

√    
والذي  

 طولو يساوي الواحد .
ىي القيمة الكبرى لمصيغة التربيعية    ( تشير إلى أن القيمة الذاتية 53-1وبالمقابل نجد أن المعادلة )

التي تقع  Xالتي تبعد عن مركزىا الأصمي بمقدار الواحد )قيم  X. من أجل جميع قيم         
 عمى محيط كرة نصف قطرىا يساوي الواحد( .

من أجل جميع ،          لمصيغة التربيعية  ىىي القيمة الصغر    وكذلك نجد أن القيمة الذاتية 
حيط كرة نصف قطرىا يساوي التي تقع عمى م Xالتي تبعد عن المركز بمقدار الواحد )قيم  Xقيم 

 .الواحد(
تقدم لنا عرضاً لمقيم الخارجية لمصيغة    والقيمة الذاتية الصغرى    أي أن القيمة الذاتية الكبرى 

 التي تقع عمى محيط الكرة الواحدية . Xمن أجل جميع قيم          
ن القيم الذاتية الوسطى لممصفوفة المحددة إيجابياً  أيضاً يمكن أن تفسر       وذات المرتبة  Bوا 

 أوضاعاً متعامدة مع الخيارات الأخرى . Xعمى أنيا قيم خارجية . عندما تأخذ 
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